UNA FUNCION DE PRODUCCION TRANSLOG PARA LAS
REGIONES ESPANOLAS: NOTA PRELIMINARES

Angel de la Fuente*

D-2008-06
Diciembre 2008

*Instituto de Analisis Econémico (CSIC)

Este trabajo es parte de un proyecto cofinanciado por el Fondo Europeo de Desarrollo
Regional y la Fundacién Caixa Galicia.

Direccién para correspondencia: Angel.delaFuente@uab.es

Los Documentos de Trabajo de la Direccion General de Presupuestos no representan
opiniones oficiales del Ministerio de Economia y Hacienda. Los andlisis, opiniones y
conclusiones aqlui expuestos son los del autor, con lo que no tiene que coincidir,
necesariamente la citada Direccion. Esta considera, sin embargo, interesante la difusion
dell_ ér%bajo para que los comentarios y criticas que suscite contribuyan a mejorar su
calidad.



Resumen

En esta nota se estima una funcién de produccién agregada de tipo translog para las comunidades
auténomas espafiolas. El ejercicio forma parte de un proyecto mas amplio en el que la funcion
estimada se utilizar4 para analizar el patron de crecimiento y convergencia de las regiones
espafiolas desde 1965 hasta nuestros dias y para cuantificar las fuentes inmediatas de las diferencias
de renta per capita entre ellas asi como el impacto de las politicas de cohesion de la Unidn Europea.
El trabajo incluye también un Anexo en el que se recogen los detalles de la derivacion de la
ecuacion a estimar y se presentan algunas propiedades de la funcién translog que resultan de
utilidad en los ejercicios de contabilidad del crecimiento que se prevé realizar como parte del
proyecto.



1. Introduccion

En esta nota se estima una funciéon de produccién agregada de tipo translog para las
comunidades auténomas espafiolas. El ejercicio forma parte de un proyecto mds amplio en el
que la funcién estimada se utilizard para analizar el patrén de crecimiento y convergencia de las
regiones espariolas desde 1965 hasta nuestros dias y para cuantificar las fuentes inmediatas de
las diferencias de renta per cdpita entre ellas asi como el impacto de las politicas de cohesion de
la Unién Europea. El trabajo incluye también un Anexo en el que se recogen los detalles de la
derivacién de la ecuacién a estimar y se presentan algunas propiedades de la funcién translog
que resultan de utilidad en los ejercicios de contabilidad del crecimiento que se prevé realizar

como parte del proyecto.

2. Una funcidn de produccidn con infraestructuras y capital humano

Supongamos que el output de cada regiéon (Y) puede expresarse como el producto de la
productividad total de los factores (PTF), a la que denominaré A, y del input total de factores (X)
que viene dado a su vez por una funcién translogaritmica con cuatro argumentos: capital fisico
no residencial (K), infraestructuras o capital "publico" (P), trabajo (L) y capital humano (H),
medido por el nivel medio de escolarizacién de la fuerza de trabajo. Utilizando mintsculas para
indicar que estamos trabajando con logaritmos, la funcién de produccién regional adopta la

forma siguiente:
Ny=a+x

donde

x=flk,p,Lhy=ok+oa,p+o,l+a,h+ B, kl+ Bekp + By, kh+ Bo, pl + By ph+ B, Hl
(2)
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Supondré también que la funcién de produccién presenta rendimientos constantes a escala en
K, Py L para H dado. Bajo este supuesto, el producto por trabajador (Q = Y/L) puede expresarse
como una funcién de las dotaciones de infraestructuras y de otro capital por trabajador (Sy Z) y

del nivel medio de escolarizacién (H). Definiendo
(B)z=k-1 y s=p-I
el logaritmo del output por trabajador (g = y — 1) viene dado por!

qn‘ = yrt - lrt = art +f(krt’prr’lrt’hrt)_lrt = art +¢(Zrt’srt’hrt)

(4) B B B
— KK 2 PP 2 HH 1,2
- an‘ + aKZn + aPsrt + aH hrt + ﬁKPZrtsrt + ﬂKH Zn‘hrt + ﬁPH Srrhrt + 2 Zrt + 2 srr + 2 hrt

donde he afiadido subindices regionales y temporales a las variables.

La funcién translog puede considerarse como una aproximacién cuadrética en logaritmos a una
funcién de produccién arbitraria. A la hora de estimarla, resulta conveniente construir esta

aproximacién en torno a un punto de referencia que esté cercano a la media muestral. En el

1 Los detalles de la derivacién de la ecuacién a estimar estdn en la seccién 6 del Anexo.



presente caso, utilizaré como referencia el valor del output por trabajador y de las dotaciones de
factores por trabajador correspondientes a Espafia en su conjunto (excluyendo Ceuta y Melilla)

en 1979, que vendra dado por

(5) qo = ao +¢(Z0’S0’h0)
Utilizando tildes para indicar desviaciones sobre este punto de referencia, de modo que por
ejemplo

qn = er - qo 4

es posible reescribir la ecuacién (4) en la forma?

~ _ ~ oz o% or = = =7 <7 ﬁm(~2 ﬁPF"’Z ﬁHHNZ
(6) qrt - art + SI(Zrt + gPsrt + 8Hhrt +ﬁKPZrtsrt +ﬂKHerhrt +ﬂPHsrthrt + 2 Zrt +Tsrr +Thrt

= &rt + (P(Zr; > S:rx‘ ’hrt)

donde & es la elasticidad output del input I evaluada en el punto de referencia (q,.z,,s,.h,) -

Tomando diferencias, obtenemos

Aért = A&rt + el(éAer + g;”Agrt + 8:] Ail’rt + BKPAZH S:rt + BKH AZrrﬁr{ + BPH A§ il’

rert
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donde, para cada variable v, Av se define como

Av_ =v %

"t el Yt

Para poder estimar la ecuacién, es necesario hacer algin supuesto sobre la evolucién del
término de progreso técnico, Ad,, . En la “especificaciéon de base” del modelo supondré que este
término es la suma de un efecto fijo temporal comtin a todas las comunidades y de un término
de catch-up tecnolégico proporcional a la brecha tecnolégica entre cada territorio y la region

lider (que identificaré con la comunidad de Madrid), de forma que

(8) Adrt = ’}/r + ;L(er - drt) = yr + l[(éMr - q)(ZMt ’S:Mt ’];Mr )) - (én‘ - (p(zrr ’grt ?]/Nlrt )):|

donde el subindice M corresponde a Madrid. Obsérvese que he invertido la funcién de
produccién para expresar el nivel de PTF (a) en funcién del nivel de output por trabajador (q) y
de las dotaciones de factores productivos. En algunas ocasiones aproximaré la ecuacién (8) por
una expresién mds simple en la que el diferencial de productividad con Madrid se utiliza para

aproximar la PTF relativa. En el “modelo simplificado” la ecuacién (8) se substituye por
(8) A&n =7+ )‘q (&Mt - art) =Y - )’q (Qrt - QMI)

Esta expresion tiene la ventaja de que genera un modelo lineal en los pardmetros, lo que resulta

muy conveniente en algunos casos dado que la posible endogeneidad de los regresores es una

2 Véase la seccién 2 del Anexo.



preocupacién bdsica a la hora de estimar el modelo y que Stata no dispone de una rutina para

estimar modelos no lineales por variables instrumentales.

Substituyendo (8) o (8") en (7), se obtiene la forma mds general de la ecuacién a estimar.

Elasticidades output y elasticidades de los productos marginales

Es fdcil comprobar que las elasticidades output de los distintos factores en cada periodo y

regién se pueden calcular utilizando las siguientes férmulas (véase el Anexo):
o ~ = ~
(9) &g = € + BroSu + Brht + BrxZn
(10) &, = &5+ BypZ + Bouh + Brs3,,

(11) gLrt = 1 - 8Krr - gPrt

(12) &, =€, + ﬁKHZrt + ﬁPngt + ﬁHth

Obsérvese que con la funcién de produccién translog las elasticidades output de los factores
productivos no son constantes (como en la Cobb-Douglas) sino que dependen de los ratios

factoriales y por lo tanto pueden variar entre regiones y en el tiempo.

Otro pardmetro de interés es la elasticidad del producto marginal de cada input con respecto a
las dotaciones del mismo input y de otros factores. Como se muestra en la seccién 5 del Anexo,

la elasticidad del producto marginal del input i viene dada por

(13)EMPii:si+%—1 y EMPij=8j+% paraj #i

i i

Este pardmetro estd estrechamente relacionado con los coeficientes de los términos de
interaccién (f;) que aparecen en la funcién de produccién pero tiene una interpretacién mds

intuitiva que tales coeficientes en términos de la posible complementariedad o substitutabilidad

entre factores.

3. Datos

El Cuadro 1 muestra la definicién y fuentes de las variables utilizadas para estimar la funcién

propuesta en la seccién anterior.

Las series de output y empleo regionales estdn tomadas de de la Fuente (2008a). En ese trabajo
se elaboran series regionales de estos agregados que cubren el periodo 1955-2007 a intervalos
bienales enlazando la serie mds reciente de Contabilidad Regional de Espafia (CRE) en base
2000 que proporciona el INE (2008) con otras series anteriores del propio INE y con las series
histéricas regionales elaboradas por Julio Alcaide y sus colaboradores para la Fundacién BBVA
y sus antecesores (FBBV 1999). El “punto de corte” en el que se abandona esta tdltima fuente
como referencia para la construccién de la serie enlazada a favor de las series del INE se

determina utilizando un procedimiento que permite estimar cudl de las dos fuentes disponibles



generard un estimador con menor error cuadrdtico medio cuando se utiliza como variable

dependiente en una regresién sobre una variable independiente arbitraria.

Cuadro 1: Definicidn y fuente de las variables utilizadas en la estimacién

variable descripcion fuente
Valor afiadido bruto a coste de los
Output factores/precios basicos, medido a precios de la Fuente (2008a)
constantes de 2000.
Empleo Numero de puestos de trabajo de la Fuente (2008a)

Stock de capital productivo a mitad de afio
a precios constantes de 2000. Incluye las
Stock de infraestructuras dotaciones de infraestructuras de transporte Mas et al (2007)
(carreteras, puertos y aeropuertos),
equipamientos urbanos y obras hidraulicas

Stock de otro capital fisico Stock de capital productivo a mitad de afio

. . a precios constantes de 2000. Excluye las Mas et al (2007)
no residencial . . . .
infraestructuras y el capital residencial.
Nivel educativo de la Aflos medios de escolarizacion de la de la Fuente y Doménech
poblacion adulta poblacion 25+ (2006)

El indicador de capital humano que se utiliza en la estimacién del modelo son los afios medios
de escolarizacién de la poblacién adulta (generalmente 25+) que se ofrecen en de la Fuente y
Domeénech (2006). Esta serie se construye originalmente a intervalos quinquenales a partir de
datos censales y padronales. Después se interpola para obtener datos bienales. Desde 2001 a
2005 se extrapola usando informacién sobre niveles de escolarizacién desagregadas por grupos
de edad.

Los datos de infraestructuras y otro capital fisico provienen de la dltima versién disponible de
la base de datos de flujos de inversion y stocks de capital regionales que elabora el IVIE y
publica la Fundacién BBVA (Mas et al, 2007). Esta fuente ofrece series de inversién a precios
corrientes y constantes (de 2000) para las regiones espafiolas desagregadas por tipos de activos
para el perfodo 1964-2004. La serie de inversién en infraestructuras productivas recoge la
inversién en infraestructuras de transporte, obras hidrdulicas y equipamientos urbanos
realizada por las distintas administraciones publicas espafiolas (incluyendo ciertas empresas y
entes publicos, tales como Renfe, AENA y Puertos del Estado) y por las empresas
concesionarias de autopistas de peaje. El agregado de inversién en otro capital fisico excluye los
inmuebles residenciales y recoge la adquisicién de maquinaria y equipos y la inversién en
estructuras no residenciales. Acumulando los flujos de inversién, el IVIE construye series de
stocks netos de capital y stocks de capital produtivo. Intuitivamente, el primero de estos agregados
recoge el valor de mercado del stock de capital, mientras que el segundo (que es el que utilizaré

en el resto del trabajo) intenta aproximar el flujo de servicios productivos derivado del mismo,

que depende no sélo de su valor sino también de su vida util entre otros factores.3

3 Algunos aspectos de estas series merecerian un examen detallado. En primer lugar, las tasas de
crecimiento del stock de capital fisico en los primeros afios de la muestra son muy elevadas. En segundo
lugar, las tasas de depreciacién implicitas en las series de capital e inversién también parecen a primera
vista sospechosamente bajas. Finalmente, de acuerdo con Mas et al (2007) los datos de stocks de capital



4. Estimacién y resultados

Las series descritas en la seccién anterior cubren el periodo 1965-2003 a intervalos bienales.
Utilizando estos datos he estimado el modelo basico desarrollado en la seccién 2 por minimos

cuadrados no lineales (MCNL). Los resultados se muestran en el Cuadro 2.

Cuadro 2: Resultados de la estimacion del modelo:
(i) MCNL con modelo base (ecuacion (8))

[1] [2] [3] [4] [5] [6]
& 0.1016  0.0933 0.0897 0.0758 0.0938 0.1000
(4.53) (4.46) (3.37) (2.95) (4.55) (4.48)
&g 0.3244  0.2690 0.2615 0.2307 0.2289 0.2151
(7.58) (6.21) (5.96) (4.91) (4.97) (4.25)
&y 0.7567  0.7284 0.4670 0.9327 1.0380 0.9687
(2.78) (2.96) (1.70) (2.86) (3.30) (2.74)
A 0.0259 0.0257 0.0272 0.0242
(6.88) (6.11) (7.14) (2.18)
Bk 0.1174 0.2258 0.1656 0.2199
(1.55) (2.80) (3.07) (3.29)
i 0.0155 0.0504
(0.22) (0.75)
B -0.4850 0.4339
(0.65) (0.70)
Bre 0.0033 -0.0484
(0.06) (0.82)
Bru -0.5878 -0.5634 -0.3705 -0.4434
(3.01) (2.78) (2.62) (2.13)
Beu 0.3786 0.1772
(2.50) (1.29)
R? 09267  0.9394 0.9335 0.9421 0.9414 0.9429
g 05740  0.6377 0.6488 0.6935 0.6773 0.6849
B 0.1396 0.1795 0.1656 0.2199
Bk -0.1207 -0.1774 -0.1656 -0.2199
Ber -0.0188 -0.0021
Bin 0.2093 0.3862 0.3705 0.4434

Notas:
- Estadisticos ¢ entre paréntesis debajo de cada coeficiente.
- Todas las ecuaciones incluyen dummies temporales. La ecuacién [6] incluye ademds dumimies regionales.
- Los coeficientes que aparecen en las dltimas filas del cuadro no se estiman directamente sino que se
recuperan a partir de las restricciones que implica el supuesto de rendimientos constantes a escala (véase
la seccién 6 del Anexo).

Segun nos movemos hacia la derecha en el cuadro, las especificaciones se van complicando
hasta llegar al “modelo completo” que se estima en las columnas [4]-[6]. En las columnas [1] y

[2] se estima una funcién Cobb-Douglas en la que se omiten los términos de interaccién entre

productivo deberian ser indices encadenados (con 2000 = 100 para todas las regiones). Sin embargo, en el
anexo estadistico del mismo trabajo se ofrecen valores totales en euros de 2000. Este agregado es mucho
mds util que el anterior para el ejercicio que se realiza en el presente trabajo, pero habria que aclarar cémo
se construye.



los distintos stocks de factores productivos. En la ecuacién [1] se omite también el término de
catch-up tecnoldgico, que se recupera en la ecuacidn [2]. En la ecuacién [3] se estima la funcién
translog completa, incluyendo los términos de interaccién, pero sin término de difusién
tecnoldgica y en la [4] se recupera este dltimo término. En la ecuacién [5] se utiliza la misma
especificacién que en [4] pero omitiendo los términos que no resultan significativos en la
ecuacién anterior y en la ecuacién [6] se afiaden variables ficticias regionales a la ecuacién
anterior (ninguna de las cuales resulta significativa). Todas las ecuaciones contienen dummies

temporales.

Los pardmetros clave del modelo resultan significativos y tienen el signo esperado en todas las
especificaciones. El coeficiente estimado del capital humano (que mide su elasticidad output en
la regién media en 1979) es similar al obtenido en de la Fuente y Doménech (2006) e implica que
disparidades en las dotaciones de capital humano pueden explicar una parte sustancial de los
diferenciales de productividad observados entre comunidades auténomas. El stock de capital
privado y las infraestructuras también entran en la ecuacién con elasticidades medias positivas
y significativas. En principio, los valores estimados resultan plausibles dado que la suma de las
elasticidades de estos dos factores no se aleja mucho de la participacién del capital en la renta
nacional, que se situ6 en promedio en el 35% en la muestra. El coeficiente de las
infraestructuras, que resulta de especial interés a la hora de cuantificar el impacto de las
politicas de cohesidn, es apreciablemente mds alto que el estimado en de la Fuente y Doménech
(2006) (entre 0.056 y 0.062) y mds cercano a los valores estimados en algunos trabajos previos

con datos similares.4

Por otra parte, el término que recoge la brecha tecnolégica con la regién lider también tiene el
signo esperado y resulta muy significativo. Cuando el modelo se estima introduciendo dummies
regionales, éstas no resultan significativas, lo que supone una novedad importante en relacién
con estudios previos.® A diferencia de lo que sucedia en estos, con la muestra aqui analizada no
resulta posible rechazar la hipétesis de que las PTFs regionales estdn convergiendo a un nivel
comun, esto es, que la convergencia regional en PTF podria ser absoluta en vez de sélo
condicional. El origen de esta diferencia con trabajos anteriores no estd claro pero podria tener
algo que ver con la extensién de la muestra hasta 2003 o con las correcciones en los datos de
renta y empleo del BBVA que se introducen en de la Fuente (2008a) al enlazar estas series con la
Contabilidad Regional del INE.

Por dltimo, los resultados indican que al menos algunos de los términos de interaccién entre los

stocks de los distintos factores son significativos, lo que implica que el supuesto habitual de una

funcién Cobb-Douglas no es el mds adecuado. En el modelo preferido tanto f, como

By resultan significativos aunque con signos que resultan un tanto chocantes a primera vista.

4 Véase por ejemplo Mas, Maudos, Pérez y Uriel (1995), de la Fuente y Vives (1995), Gonzélez-Pdramo y
Argimén (1997), Daban y Lamo (1999) y de la Fuente (2002b).

5 Véase de la Fuente y Doménech (2006) y de la Fuente (2002a).



¢(Problemas de endogeneidad?

Las estimaciones que se presentan en el Cuadro 2 han sido obtenidas por minimos cuadrados y
podrian sufrir por tanto un sesgo de endogeneidad. Si las tasas de acumulacién de los distintos
factores son sensibles a los shocks de productividad, lo que parece bastante plausible, los
regresores estarfan correlacionados con la perturbacién de la ecuacién estimada, violando asi

las condiciones necesarias para garantizar la consistencia de los estimadores.

En esta seccién se investiga esta posibilidad utilizando técnicas de variables instrumentales. En
particular, trataré a los regresores de la ecuacién a estimar como potencialmente endégenos y
utilizaré como instrumentos sus valores retardados (tanto en niveles como en primeras
diferencias en el caso de las ratios factoriales, sus productos y cuadrados) asi como el conjunto
completo de dummies regionales. Estas variables satisfacen holgadamente al menos una de las
condiciones exigibles a un buen instrumento: presentan una elevada correlacién con los
regresores potencialmente endégenos. El R* de la regresion de primera etapa de cada variable
sospechosa sobre las instrumentos citados (y las dummies temporales) es siempre superior a
0.80.

Antes de abordar el posible problema de endogeneidad he estimado por MCO la versién
simplificada del modelo (que como hemos visto es lineal, lo que facilita el andlisis que sigue).
Los resultados se muestran en el Cuadro 3. Comparando este cuadro con el anterior, vemos que
el cambio de especificacién no altera significativamente los resultados, aunque sf tiende a
reducir un poco el coeficiente del capital fisico y a aumentar el del capital humano y modifica
en alguna medida el valor estimado y la significatividad de los coeficientes de interaccién, f3;.
Como en la especificacién de base del modelo, cuando se afiaden dummies regionales para
permitir que la convergencia en PTF pueda ser condicional, ninguna de éstas resulta

significativa.

Tomando como dada la exogeneidad de los instrumentos seleccionados (que no es una
hipétesis contrastable), utilizaré el test propuesto por Davidson y MacKinnon (1993, p.236) para
contrastar la posible endogeneidad de los regresores originales. El procedimiento se realiza en
dos etapas. La primera de ellas consiste en regresar cada una de las variables consideradas
potencialmente endégenas sobre los instrumentos seleccionados (y los regresores originales
considerados exdgenos, en este caso las dummies temporales) para recuperar el residuo de esta
ecuacion de primera etapa. En la segunda etapa, la ecuacién original se reestima incorporando
como regresor adicional el residuo de la ecuacién de primera etapa. Bajo la hipétesis de
exogeneidad de los instrumentos, el residuo de la ecuacién de primera etapa serd ortogonal al
error de la regresién original si y sélo si también lo es la variable sospechosa. Por tanto, el test
habitual de significatividad aplicado al residuo de la primera etapa en la regresiéon auxiliar
aumentada sirve como contraste de la hipétesis de exogeneidad del regresor: si el ¢ ratio de su
residuo en la regresién auxiliar es elevado, podemos concluir que la variable es probablemente
endégena y que convendria instrumentarla para obtener un estimador consistente de su
coeficiente en la funcién de produccién. En caso contrario, lo mds conveniente es mantener el

estimador de MCO, que serd consistente y tendrd una menor varianza que el estimador de IV.



Cuadro 3: Resultados de la estimacion del modelo:
(ii) MCO con modelo simplificado (ecuacién (8))

[1] [2] [3] [4] [5] [6]
& 0.1016 0.0920 0.0897 0.0748 0.0869 0.0860
453/0.17 442/1.84 3.37/-0.75 3.03/0.96 4.31/1.60 4.27/1.79
&g 0.3244 0.2340 0.2615 0.2077 0.2137 0.2083
7.58/-1.36 5.63/1.86 5.96/-1.50 5.04/-0.32 5.24/-1.06 5.13/-1.06
&y 0.7567 0.7868 0.4670 0.8256 0.8919 0.8057
2.78/-253 3.12/-1.87 1.7/-1.74 3.2/-3.04 3.54/-3.05 3.3/-1.59
2, 0.0185 0.0257 0.0277 0.0254
7.13/-0.90 7.22/-1.57 8.17/ -1.18 8.71/ -0.92
Bk 0.1174 0.2583 0.1653 0.1627
1.55/1.60 3.55/0.05 4.71/0.61 4.64/0.65
Ji 0.0155 0.0634
0.22/2.39 0.97/ 0.14
Buan -0.4850 1.5477 0.7569
0.65/1.21 2.09/1.20 1.34/147
Bre 0.0033 -0.0381
0.06/-1.52 0.68/0.02
B -0.5878 -0.3997
3.01/0.57 2.19/0.43
Beu 0.3786 0.1706
25/-1.19 1.2/-0.31
R? 0.9267 0.9374 0.9335 0.9435 0.9419 0.9416
g 0.5740 0.6740 0.6488 0.7176 0.6994 0.7057
B 0.1396 0.2454 0.1653 0.1627
Bux -0.1207 -0.2202 -0.1653 -0.1627
B.r -0.0188 -0.0253 0.0000 0.0000
Bin 0.2093 0.2291 0.0000 0.0000

Notas:
- Debajo de cada coeficiente aparecen dos nimeros. El de la izquierda es el estadistico ¢ ordinario de la
regresion original. El de la derecha es el estadistico t de la regresion auxiliar descrita en el texto (en la que
la regresion original se aumenta con el error de la regresién de primera etapa). Cuando el segundo ¢ indica
que el residuo correspondiente es significativo, podemos rechazar la hipétesis de exogeneidad de la
variable de interés y concluir que seria preferible instrumentarla para obtener un estimador consistente de
su coeficiente.
- Todas las ecuaciones incluyen dummies temporales..
- Los coeficientes que aparecen en las dltimas cuatro filas del cuadro no se estiman directamente sino que
se recuperan a partir de las restricciones que implica el supuesto de rendimientos constantes a escala.

- Al pasar de la columna [4] a la columna [5], B, pierde su significatividad cuando se omiten el resto de
los términos de interaccién no significativos. Por otra parte, f3,,, se conserva pese a no ser significativo para
facilitar la comparacién con el Cuadro 4.

El procedimiento que acabo de describir se aplica de forma independiente a cada uno de los
regresores del modelo original (incluyendo los términos de interaccién y la productividad
relativa a Madrid y excluyendo las dummies temporales). Los resultados se recogen en el
Cuadro 3. Debajo de cada coeficiente estimado hay dos estadisticos t. El de la izquierda es el

ratio t habitual que corresponde a la estimacién del modelo original por MCO. El de la derecha



es el t-ratio de la ecuacién auxiliar aumentada con el residuo de la primera etapa. Este dltimo
estadistico, al que denominaré el t auxiliar, es el que tenemos que mirar para contrastar la

exogeneidad de los regresores originales.

Los resultados del contraste son generalmente poco concluyentes. Centrdndonos en las
ecuaciones [4]-[6] (que corresponden a las especificaciones “completas” del modelo, en las que
se incluye la brecha de productividad y al menos aquellos términos de interaccién que resultan
significativos), el estadistico + de la ecuacién auxiliar sélo indica posibles problemas de
endogeneidad en relacién con el nivel educativo de la poblacién (que presenta un ¢ auxiliar de
hasta 3.05) y, menos claramente, con la dotacién de infraestructuras (cuyo ¢ auxiliar alcanza un
valor mdximo de 1.79, muy cerca pero todavia por debajo del nivel critico). En principio, por

tanto, estos son los dos tinicos regresores que se deberian instrumentar.

Otra pieza interesante de informacién es el cambio que se produce en los resultados cuando el
modelo se reestima utilizando variables instrumentales. El Cuadro 4 muestra los resultados
obtenidos con los instrumentos citados arriba (el retardo de los niveles y primeras diferencias
de los términos de acumulacién de factores, el retardo de la productividad relativa a Madrid y
las dummies regionales). En las ecuaciones [1]-[5] se instrumentan todos los regresores
potencialmente enddgenos (esto es, todas las variables explicativas de la ecuacién original
excepto las dummies temporales). Comparando estas ecuaciones con sus andlogas en el Cuadro 3
vemos que la estimacién por variables instrumentales no altera demasiado los resultados. Los
principales cambios son un aumento en los coeficiente del capital humano y (en menor medida)
del capital fisico y una reduccién de la elasticidad output de las infraestructuras. Como cabria
esperar dado que el error del estimador de IV es mayor que el del estimador de MCO, la
precisiéon de las estimaciones se reduce cuando se utilizan variables instrumentales pero no

demasiado.

En conclusién, los contrastes de endogeneidad no sugieren problemas graves excepto quizds en
el caso del capital humano y la estimacién por IV produce resultados cualitativamente idénticos

y cuantitativamente similares a los obtenidos por MCO aunque algo menos precisos.

En estas circunstancias, he preferido basar la seleccién de la especificacion preferida del modelo
en un criterio de prudencia dado mi objetivo final, que es el de cuantificar la contribucién de los
distintos factores al crecimiento regional asf como la rentabilidad esperada de cada uno y el
impacto de las politicas comunitarias de cohesién. En particular, elegiré el método de
estimacién que genera las valores mds conservadores posibles de las elasticidades del capital
humano y las infraestructuras y el valor méds elevado de la elasticidad del capital privado. Esta
estrategia parece la mds prudente por varias razones. En primer lugar, el valor estimado de la
elasticidad output del capital fisico resulta sospechosamente bajo durante la primera mitad del
periodo muestral mientras que el coeficiente del capital humano resulta elevado en
comparacién con otros estudios. En segundo lugar, puestos a hacer recomendaciones de
inversién basadas en la comparacién de las rentabilidades estimadas de los distintos factores,
quiero estar razonablemente seguro de que la rentabilidad del input que recoge el grueso de la
inversién privada no estd sesgado a la baja -- y también de que las rentabilidades del capital

humano y el capital ptblico no estdn sesgadas al alza. Finalmente, el criterio de precaucién
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apunta en la misma direccién a la hora de cuantificar el impacto de las politicas comunitarias de
cohesién. Puesto que, al menos en el caso espaiiol, el grueso de los recursos proporcionados por
los fondos europeos se han destinado a la inversién en infraestructuras, la elasticidad output de

este factor es el pardmetro clave en cualquier cdlculo de impacto.

Cuadro 4: Resultados de la estimacion del modelo:
(iii) IV con modelo simplificado (ecuacién (8"))

[1] [2] [3] [4] [5] [6] [7]1
€ 01010 00447 01127  0.0501  0.0568  0.0563 0.0588
(3.03) (1.40) (2.99) (1.45) (1.96) (2.00) (2.06)
€ 03917 01156 03101 02002 02356  0.2212 0.2368
(6.00) (1.61) (4.76) (3.31) (4.00) (5.05) (4.55)
€ 09603 1.0164 04464 10767 11159  0.8145 0.8090
(3.02) (3.38) (1.36) (3.43) (3.80) (3.09) (3.07)
2, 0.0227 0.0278  0.0293  0.0294 0.0290
(7.12) (6.53) (7.54) (8.02) (7.73)
Bk 00367 02380 01620  0.1752 0.1717
(0.72) (4.82) (7.28) (8.92) (8.64)
i -0.1932  0.0544
(3.54) (1.10)
B -1.0228 17253 11290  0.8952 0.9207
(2.30) (3.80) (3.64) (3.08) (3.16)
Bre 0.1160  -0.0378
(1.34) (0.48)
B 04626  -0.3305
(1.80) (1.41)
Beu 05621  0.1477
(2.90) (0.80)
€ 05074 08397 05772 07497 07076  0.7225 0.7044
B 0.0023 02167  0.1620  0.1753 0.1717
Bux 00794  -02001 -0.1620  -0.1753  -0.1717
B 0.0771  -0.0166  0.0000  0.0000 0.0000
Bin -0.0995  0.1829  0.0000  0.0000 0.0000

Notas:

- Estadisticos ¢ entre paréntesis debajo de cada coeficiente.
- Todas las ecuaciones incluyen dummies temporales..

- Los coeficientes que aparecen en las dltimas cuatro filas del cuadro no se estiman directamente sino que
se recuperan a partir de las restricciones que implica el supuesto de rendimientos constantes a escala
(véase la seccién 5 del Anexo).

- Las variables que se utilizan como instrumentos (en todas las ecuaciones) son los valores retardados de
los ratios factoriales y términos de interaccién entre ellos (cuadrados y productos) tanto en niveles como
en primeras diferencias, el valor retardado de la productividad relativa a Madrid (s6lo en niveles) y un
conjunto completo de dummies regionales (ademds de las dummies temporales).

- En la ecuacién [6] la tnica variable que se instrumenta es AS, . En la ecuacién [7] se instrumentan AS, y
Az, (véase la ecuacion (7)).
- Cuando se afltaden dummies regionales a la ecuacién, éstas no resultan significativas.

En base a estas consideraciones, el modelo preferido se obtiene instrumentando las

infraestructuras (lo que reduce su coeficiente) y el capital fisico (lo que lo aumenta ligeramente)
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pero no el capital humano (porque esto aumentaria todavia mds su elasticidad hasta niveles

poco plausibles). Los resultados se muestran en la columna [7] del Cuadro 4.

5. Las elasticidades output de los factores productivos

Dados los objetivos del presente trabajo, los pardmetros de mayor interés son las elasticidades

ouput de los distintos inputs (€, ), esto es, los coeficientes que nos dicen en cuanto aumentaria el

output con un incremento del 1% en el stock del input I. Conviene recordar que & es la
elasticidad output del input I en un punto determinado de la muestra (el que corresponde al

conjunto de Esparia en 1979) y que &,, es una funcién de las dotaciones de factores y puede, por

Irt

lo tanto, variar con el paso del tiempo y entre regiones.

Utilizando las ecuaciones (9)-(12), los coeficientes estimados en la columna [7] del Cuadro 4 y

las series de dotaciones de factores, he reconstruido las senda temporales de las elasticidades

output de los distintos factores, €,,, en el conjunto de Espafia y en cada comunidad auténoma

Y
con los resultados que se resumen en el Grdfico 1. El Grafico muestra, ademds del valor
estimado de cada coeficiente en la regién promedio, sus valores mdximo y minimo en las
distintas comunidades auténomas. Los valores estimados de los pardmetros de la funcién de
produccién implican una elasticidad output constante para las infraestructuras. Sin embargo,
las elasticidades output del capital fisico y humano aumentan con el paso del tiempo mientras

que la del trabajo se reduce.

Los resultados plantean algunas cuestiones interesantes y otras problemadticas. Comenzando
por las segundas, los valores de las elasticidades output del capital y el trabajo resultan

plausibles en la segunda mitad del perfodo muestral, pero no asi en los primeros afios de éste,

donde el valor estimado de ¢, resulta sorprendentemente reducido (lo que a su vez implica un
valor de ¢, demasiado elevado para resultar plausible). Salvo que estos resultado se corrijan

como consecuencia de la pendiente revisién de algunos aspectos de los datos,® no parece
prudente utilizar los valores estimados de los coeficientes para analizar las fuentes del
crecimiento en perfodos anteriores a 1975 o 1980. Por otra parte, el coeficiente del capital
humano es también sorprendentemente elevado en la parte final de la muestra, pero no se sitia
demasiado lejos de otras estimaciones obtenidas con datos internacionales tras corregir los

efectos de los errores de medicién (véase de la Fuente y Doménech, 2006).

Un resultado interesante es la existencia de tendencias crecientes en las elasticidades output del
capital fisico y humano. Un trabajo exploratorio relacionado con éste (de la Fuente, 2008b)
sugiere que la tendencia creciente de la elasticidad output del capital fisico se debe
fundamentalmente al componente TIC de este factor (esto es, a la inversién en equipos

informdticos y de telecomunicaciones). Esto sugiere que una posible explicacién de este

6 Una posible explicacién de los sorprendentes resultados en los primeros afios de la muestra ya ha sido
citada en la seccién 3. Las elevadas tasas de crecimiento del stock de capital fisico en los primeros afios de
la muestra podrian ser una indicacién de que se ha infravalorado el stock inicial de este factor. De ser asi,
las tasas iniciales de crecimiento estarfan sobrevaloradas, lo que podria sesgar la elasticidad de este factor
a la baja en la parte inicial de la muestra.
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Grafico 1: Evolucidn de las elasticidades output de los distintos factores en la regién
promedio
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fenémeno tendria que ver con las externalidades de red ligadas a la inversién en tales equipos:
cudnto mayor sea la base instalada de los mismos, mayor serd su rentabilidad para cualquier
usuario y por lo tanto su efecto sobre el output agregado. En el caso del capital humano, el
signo de la tendencia también resulta plausible en principio, o al menos acorde con la extendida
percepcién de que la importancia de este factor ha de ser creciente en un mundo en el que la

produccién es cada vez mds intensiva en conocimientos.

Cuadro 5: Elasticidad del producto marginal con respecto a las dotaciones de factores

elasticidad del producto marginal de:

K P L H
con respecto a:
K -0.038 0.237 0.237 0.237
p 0.059 -0.941 0.059 0.059
L -0.020 0.704 -0.052 0.704
H 0.809 0.809 0.809 0.947

El Cuadro 5 muestra el valor estimado de la elasticidad del producto marginal de cada factor
con respecto a las dotaciones del mismo factor y de otros inputs. Como cabria esperar, las
elasticidades propias son negativas en la mayor parte de los casos (esto es, el producto marginal
de cada factor es una funcién decreciente de su stock, otras cosas iguales). Sin embargo, resulta
sorprendente que en dos de los casos (K y L), esta elasticidad estd muy préxima a cero y que sea
positiva y elevada en el caso del capital humano. Este dltimo resultado indica que existen
rendimientos crecientes a escala en el nivel educativo medio, lo que serfa consistente con la
especificacién minceriana de la funcién de produccién habitual en la literatura (en la que el
output es una funcién exponencial del nivel medio de formacién de la mano de obra). Las
elasticidades cruzadas son positivas con una tinica excepcién que resulta bastante sorprendente:
de acuerdo con los resultados, un aumento en el empleo se traduce en una pequefia reduccién

del producto marginal del capital fisico.

6. Contabilidad del crecimiento con una funcién de produccién translog

Utilizando la funcién de produccién estimada en el apartado anterior, podemos cuantificar la
contribucién de los distintos factores de produccién a los diferenciales de productividad entre

regiones y al crecimiento de la misma variable. Una herramienta bdsica para este ejercicio serd
la siguiente propiedad de la funcién de produccién translogaritmica:” dados dos vectores

arbitrarios de inputs, k, = (z,,s,.h,)y k, =(z,,s,,h,) tenemos
(14) ¢(Zb,sbahb)_¢(zassa3ha) = EK(Zb _Za)+ gC(Sb - sa)+ gH(hb - ha)

donde ¢() es la funcién de produccién intensiva definida en (4) y, para cada input ],

7 Véase la seccién 6 del Anexo.
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(15), = St tn

es el promedio de las elasticidades output correspondientes a cada una de las combinaciones de
inputs que estamos considerando. Aplicando esta expresién a la misma economia en dos
momentos en el tiempo, se obtiene una descomposicién del crecimiento del output en las
aportaciones de cada uno de los factores productivos y de la PTF. Aplicdndola a dos territorios
diferentes en un momento dado del tiempo se obtiene una descomposicién andloga del

diferencial de productividad observado entre ellos.®

Fijemos un territorio determinado y consideremos el crecimiento del output por trabajador en el

mismo entre los periodos t y t+1. Tomando diferencias de la ecuacién (4) y utilizando (14)

tenemos
(16) AQI =4 — 949 = (at+l —4a, ) + ('xr+1 - 'xt) = Aa, + [¢(Z1+1 58141 ’ht+l ) - ¢(Zr >, ’hl)]
= Aat + gKt (ZI+I - )+ EC[ (St+l =5 )+ gHt (ht+l - hr)
donde
- Slt + ng—I
It 2

para cada input I. Por tanto, el crecimiento de la productividad se puede descomponer

utilizando la expresién siguiente:
(17) Ag, = Aa, + €, Az, + €., As, + €, Ah,

Procediendo de la misma forma, pero comparando ahora a cada economia regional con el

promedio nacional, podemos definir la productividad relativa de la regién r como
4,=4,~9

donde la barra indica que estamos tomando la productividad media del pais en su conjunto. La

descomposicién andloga a la desarrollada arriba vendria dada por

€

+
™

Ir

5lr =

donde g, es la elasticidad output del input I en el promedio de Espafia. La contribucién del

input I a la productividad relativa de la regién r vendra dada por:

8 Esta descomposicién resulta muy conveniente pero es también un tanto engafiosa porque asigna todas
las diferencias de output a algtn input en particular o la PTF. Sin embargo, las elasticidades mismas son
funciones de los ratios factoriales, por lo que la contribucién asignada a cada input depende en realidad de
las dotaciones de otros factores.
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(19) CI, =¢,1,

Como indicador de la importancia del input I como fuente de disparidades regionales de
productividad, calcularé su peso medio en la productividad relativa. Para ello, estimaré para

cada periodo una regresién de corte transversal de la forma
(20) CI. =w,q,

El coeficiente w; asi obtenido representa la contribucién porcentual de la dotacién del factor I al
diferencial de productividad entre una region tipica y el promedio nacional en el periodo de

interés.?

9 Obsérvese que el ratio CI, /g, serd en general diferente para cada region. Lo que se hace en la ecuacién

(22) es imponer un valor tnico de este ratio y buscar, utilizando técnicas estadisticas, el valor que
minimiza el error de aproximacién cometido al actuar de esta forma.
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ANEXO: Contabilidad del crecimiento con una funcién de produccién translog

En este Anexo se derivan algunas propiedades de la funcién translog que resultan de utilidad
en su estimacién y en aplicaciones de contabilidad del crecimiento. Puesto que la funcién
translog se puede interpretar como una aproximacién cuadrdtica en logaritmos a una funcién
de produccién arbitraria, los resultados recogidos mas abajo se cumplirdn de forma aproximada

también en el caso general.

1. Algunos resultados ttiles

Los siguientes resultados sobre trasposicién, diferenciaciéon y otras operaciones con matrices
serdn utiles mds adelante. Se da por supuesto que todas las matrices que aparecen en estas
expresiones son conformables, esto es, tienen las dimensiones adecuadas para poder realizar
con ellas las operaciones que se indican. Las letras maytsculas indican matrices y las

minusculas vectores (columna).
(AB) =B’A’
(A7) =(A")"
(A+B)C=AC + BC
A(B+C)=AB + AC
(x+y)'=x"+y’
da'x
ox
ox'Ax
ox

ox'Ay
ox

=da

=Ax+A'x=2Ax siA es simétrica

Ay

Consideremos una forma cuadrdtica,
Q(x) =x"Ax
donde A es una matriz simétrica y x un vector. Tenemos
Qlx+y) = (x+y) ' A(x+y) = (x +y )N(Ax+Ay) = x'Ax + x’Ay + y'Ax + y'Ay =10 Q(x) + Q(y) + 2x’Ay
Qlx-y) = (x-y) A(x-y) = (x -y NAx-Ay) = x'Ax - x'Ay - y'Ax + y’Ay = Q(x) + Q(y) - 2x’Ay
Finalmente,

(x+y) A(x-y) = (x"+y )(Ax-Ay) = x'Ax —x"Ay + y'Ax —y’Ay = Q(x) — Q(y)

10 Opsérvese que x’Ay es un escalar. Por tanto x’Ay = (x’Ay)’ = y’(x’A)’ = y’A’x = y’Ax donde A’ = A porque
A es simétrica.
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2. La funcidn translog

En lo que sigue trabajaremos con una funcién de produccién del tipo translog. Sea k un vector
columna de [+1 inputs medidos en logaritmos, & un vector de coeficientes y B=[f;] una matriz
simétrica,

k() aO ﬁOO . ﬁOI ﬁO‘

kl al ﬂIO . ﬂnn ﬂl '

con f3; = B, paratodoiy j

El logaritmo del output y, viene dado por la siguiente expresiéon
(Al)y=a+x =a+flk)

donde a es el logaritmo de un indicador de eficiencia técnica (la productividad total de los factores
o PTF), y x = f(k) es el logaritmo del del input total, que viene dado por una funcién

translogaritmica (Christensen, Jorgenson and Lau, 1973):

1 1
(A2) f(k)y=o'k + Ek‘Bk = zaik,- + EZZﬁi;‘kikj
i i
Diferenciando (A.1) con respecto a k, obtenemos el vector de elasticidades del output con
respecto a los inputs (o, para abreviar, el vector de elasticidades output de los inputs), &:
(A.3) e=Df(k)=0+ Bk

0, en notacién més detallada

aO + ZﬁOiki

60 a(} BOV a0+ﬁ0'k
(A3') e=| .. |=ax+Bk=| .. |+ k= . =

& &, ﬁ1| o, +ﬁ1'k o, +2ﬁliki

A la hora de estimar una funcién translog, resulta aconsejable definir la funcién como una
aproximacién cuadrdtica en torno a un “punto medio” de la muestra con la que estamos
trabajando. En este contexto, resulta ttil la observacién siguiente. Fijemos un punto k, y

escribamos
k=k,+ (k-k,)
Tenemos entonces
fUo)=f(k, +(k—k,))=a'lk, +(k—k,,)]+%[ko +(k—k,)Blk, +(k—k,)]
=a'k, +a'(k—ka)+%[k0 '+ (k—k,)'|[Bk, + B(k—k,)]
=a'k, +a‘(k—ko)+%{k0 'Bk,+(k—k,)'B(k—k,)+2k,' Blk—k,)}
= (a'ko +%ko 'Bkoj+[a'(k—ko)+ko 'B(k—ko)]+%{(k—ko)’B(k—ka)}

=f(k0)+[a+B'k0]'(k—ka)+%{(k—ko)’B(k—ka)}
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y, utilizando (A.3),
(A4) f(k)= f(k,)+¢€,'(k—k,)+ %{(k -k,)'Bk—k,)}

donde ¢, es el vector de elasticidades output evaluado en el punto k,. Esta expresién implica
que si estimamos la funcién en torno a un punto determinado k,, los términos lineales que

estimemos han de interpretarse como las elasticidades output evaluadas en ese punto, y no

como los & originales.

En ocasiones resulta conveniente reescribir la forma cuadrdtica que aparece en la funcién
translog de una forma mds sencilla que explota la simetrfa de la matriz B. Puesto que f; = §;

para todo i y j, podemos escribir

S Akk = Z[Zﬂ,,,,]i[ﬁﬁkﬁiw,;,-w,-,-)k,-k_,-] DAk Y 3 (B + Bk

i=0 i=0 j=itl i=0 j=i+1
I

=SB +2Y Y Bkk,
0

i= i=0 j=i+l

Fijemos un valor de i y centrémonos en la tercera expresién en esta cadena de igualdades. El
término f;estd en la diagonal principal de la matriz, mientras que f;;,; es el término de la matriz

justo a su derecha y f3.,;, el término que estd justo debajo. Al aumentar j para valores superiores

a i, la primera parte de

Z (ﬁy + ﬂji)kikj

=i+l

va sumando los términos que estdn hacia la derecha de la diagonal principal y el segundo los

que estdn por debajo. Por la simetria de la matriz, ambos conjuntos de términos son idénticos.

Por tanto, la funcién translog puede escribirse también en la forma

I 1
(A5) f(k)=Y ok + %2 Bk +Y. > Bkk,

i=0 j=i+l

3. Implicaciones de los rendimientos constantes a escala

Tomando antilogaritmos de (A.2), la funcién de produccién en niveles se puede escribir en la

forma

(A.6) Y = AX = Ae’® = AF(K)
donde hemos definido

(A7) F(K)= ¢ ™o

con
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InK, k,
InK=| . |=|.|=k
InkK, k,

Queremos ver qué restricciones sobre los coeficientes de f() se derivan de la hipétesis de que la
funcién de produccién (y por tanto la funcién F()) presenta rendimientos constantes a escala.

F() presenta rendimientos constantes a escala si es homogénea de grado 1, esto es, si y sélo si se

cumplen las dos condiciones siguientes, que son equivalentes entre sf dado que F() es C"

(A.8) F(AK)= AF(K) para todo escalar A >0

(A.9) F(K)=DF(K)K = Y F(K)X,

donde F; es la i-ésima derivada parcial de F.
Tomemos la ecuacién (A.9). Diferenciando F() con respecto a K;, tenemos

e/ K -
(A.10) F(K)= ST e’ "0 f (k)

i

dlnk,

F(K)
oK, '

- F(K)e, —=¢,
K, K,

donde ¢ es la elasticidad output del i-ésimo input (definida y calculada en la seccién anterior).

Usando (A.10) tenemos

(A11) Y F(KK, =Y ¢, F;K)K,. :(ZeijF(K)

i

lo que implica que F() presentard rendimientos constantes si y sélo si las elasticidades output de
todos los inputs suman a la unidad para cualquier vector de inputs K. Utilizando (A.3’), la suma

de las elasticidades output viene dada por
Se - z[a,. , zﬁyij ~Sa S5 Ak-Sa k(20
i i J i i 7 i J i

Para que esta expresién sume uno para todo k, ha de cumplirse que

(A.12) 20‘,-21 y 2/3,,.:0 para todo j

4. Forma intensiva de la funcién de produccién

Cuando la funcién de produccién presenta rendimientos constantes a escala, puede reescribirse
en términos de ratios factoriales, lo que nos permite trabajar con una funcién de produccién
intensiva o por trabajador. Esto puede ser conveniente a la hora de estimar la funcién porque
nos permite eliminar una variable y también en ejercicios de contabilidad del crecimiento o
contabilidad en niveles, donde tipicamente nos preocupa mds la evolucién de la productividad

media del trabajo o su valor relativo a la media que el output total.

Queremos reescribir la primera caracterizacion de homogeneidad de grado uno dada en la

ecuacién
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(A.8) F(AK)= AF(K) para todo escalar A >0
en términos de la funcién translog, f{). Definiendo

In 2K, InA+Ink, InA+k,
InAK = .= . = . =k+(nA),
InAK, InA+Ink, InA+k,

donde 1 es un vector de unos, y usando (A.7), tenemos
F(A,K) — ef(lan) — ef(k+|nll) y ),F(K) — lef(an) — )‘ef(k)

Por tanto, si F() presenta rendimientos constantes a escala, tendremos

o HHnAD _ 4 7k
y tomando logaritmos
(A13) f(k+InAl)=1In A+ f(k)

Esta expresién nos permitird reescribir f{) en funcién de ratios factoriales. Utilizaremos como

“denominador” el primer input, K,, que en aplicaciones seria tipicamente el empleo. Tomando

(A.14))L=Ki:>1n;L=—1nK0 =—k,

o

tenemos

k+lnAM=k—k1=

(A15) f(k)—k, = f(k—k,1)
Vamos a definir

zi=k-k, parai=1..,n

Entonces
ky =k, 0
k, —k, z | |0
. . z
k; — ko <

y (A.15) se puede escribir
(A.16) f(k)—k, = f(0,z) = ¢(z)

donde

21



#(z)= f(0,z)= iaizi +%izi (iﬁiijJ donde 2, = 0

i=0
Desarrollando esta expresién, tenemos

#(z)= [aoo"'zaizi)"'%zzi [ﬁi00+2ﬁiijJ
i=0 j=1

i=1

B iaizf * %{OEiﬂiiz.i]-’- izi [iﬁi,-zjﬂ

j:
y por tanto
1 ] 1 1
(A17) 9)= L ovz+ 2. 3 Bz,
i=1 J=1 j=1

que es también una funcién translog, pero de las intensidades factoriales en vez de los propios
stocks. Si estimamos (A.17), los coeficientes del primer factor se pueden recuperar después a
partir de las restricciones derivadas de la hipétesis de rendimientos constantes a escala. La

ecuacion (A.12) implica en particular que

1 1
(A.18) «, :1_20‘,- y By =—Zﬁﬁ para todo j

i=1 i=1

5. La elasticidad del producto marginal

Quiero calcular la elasticidad del producto marginal de un input dado con respecto a los stocks
del mismo input y de los demds factores y relacionar estos pardmetros con las elasticidades

output y con los coeficientes de los términos de interaccién.

Las elasticidades output se obtienen diferenciando (A.2) con respecto a los logaritmos de los
inputs de la funcién de produccién. Como hemos visto, la elasticidad output del input n viene

dada por
£n = f;1(k) = an +zﬁm’ki

Diferenciando esta expresién otra vez tenemos
1y =B,

Consideremos ahora el producto marginal de un input dado. Diferenciando la funcién de

produccién en niveles,
F(K)=¢ "
con respecto a K;, tenemos

Qe ") JdlnkK. 1 F(K)
A1) F(K)=—— = /MO (V"2 — F(K)e — = &,
(A.19) F(K) 9K e (k) K (K)e, . g ‘

i i i i

Queremos calcular
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dInF(K) 9InF(K)
dlnk, ok,

J

EMPi, =

Tomando logaritmos de (A.19),
InF(K)=InF(K)+In f(k)-InK, = f(k)+1In £.(k)— k

y diferenciando esta expresion:

ppi, < EK) IWEK) _ o f0) By
(4.20) Ik, ok £, €,
' . 0lnF(K) dlnF(K) £, (k) B. o
Empi, = SR MBIk o P
L JnK, o, Ji( )+ﬁ(k) €+ c paraj #i

6. Derivacion de la ecuacion a estimar

Como se indica en el texto, la funcién de produccién regional es de la forma
y=a+x

donde

x=flk,p,Lh)y=ok+oa,p+o,l+a,h+ B, kl+ Bkp + By, kh+ Bo pl + By ph+ B, Hl
+ﬁﬂk2 +&p2 +&12 +ﬁﬂh2
2 2 2 2

y todas las variables estdn expresadas en logaritmos. Supondremos que f{) presenta

rendimientos constantes a escala en k, p y [ para h dado.

Diferenciando esta expresién con respecto a k, p y I, obtenemos la elasticidad del output

respecto a cada uno de estos factores de produccién:

J

(A21) g, = a—z =0 + Bl + Bepp + Bruh + Bk
dy

(A22) g, = 5 =0t + Brpk + Byl + By h + Bppp
dy

(A23) g, = 5 =0, + By k+ B p+ Buh+ Bl
dy

(A24) g, = % =0y + Bk + Boyp + Buyh+ Byl

Bajo la hipétesis de rendimientos constantes a escala en k, p y |, las elasticidades output de los

tres primeros factores han de sumar a la unidad, lo que implica

£K+8P+£L :(aK +aP+aL)+(BKL+ﬁPL +ﬂLL)l+(ﬂKP+ﬂKL+ﬂKK)k

(A.25)
+ (ﬁKP + ﬁPL + ﬁPP D+ (ﬂKH + ﬁPH + ﬁHL =1

Para que esta expresion sea cierta para todo k, p, I y h, ha de cumplirse que
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o o, +o; =1, ﬁKL+ﬁPL+ﬁLL:0’ ﬁKP+ﬁKL+ﬁKK:O
ﬂI(P +ﬂPL +ﬁPP =0 vy ﬁKH +ﬂPH +ﬁHL

o, =l-o;-o,
ﬂKL = _(ﬁm’ + ﬂKK)
(a.26) Pr =~ Pro + Bor)
ﬂ,.,L = _(BKH + BPH)
ﬁLL = _(ﬂKL + ﬁPL) = ﬁxp + ﬁKK + ﬁxp + ﬁPP :ﬂKK + zﬁKP + ﬁ”’

Podemos utilizar esta expresién para eliminar algunos de los pardmetros que aparecen en las

ecuaciones anteriores. Utilizando (A.26), f() adopta la forma

flk,p.l,h)y=ok+opp+1—o —op)l + o, h
- (ﬁKP + ﬁKK )kl + ﬁKPkp + ﬂKH kh — (ﬁKP + ﬁPP )pl + ﬁPth - (ﬂKH + :BPH )hl

+ﬂﬂk2+&p2+ﬁkk+2ﬂkP+ﬂPP lz+ﬁih2
2 2 2
=l+o(k=D+o,(p-D+o,h

1, 1
+ Beo (=Kl + kp = pl+12) + By (—k1+5k2 +512)+[3’KH(kh—hl)

1, 12 _ ﬁﬂ 2
(A.27) +ﬂpp(—pl+2p +zl )+[3,,H(ph hl)+ 5 h
=l+ag(k-D+o,(p-D+a,h
By (K(p =D~ 1p =)+ P2 (k1) 4 B -
+%(P_l)2+ﬁm(l7_l)h+ﬁ%h2
=l+0‘1<(k—l)+05p(P_l)+0‘Hh+.BKp(k—l)(l?—l)+ﬁxy(k_l)h+ﬁpy(l7—l)h

By Lo gy By

Definiendo las ratios factoriales
(A28)z=k-n y s=p-n
El logaritmo del output por trabajador (g =y — 1) vendrd dado por

g=y—l=a+ f(k,p,l.h)=I=a+¢(z,s.h)

(A.29)
= a+aKz+aPs+aHh+ﬂKpZS+/3KHZh+ﬂPHSh+%Z2 +ﬁ_£psz " ﬂgH "

donde ¢(z,s,h) es la funcién de produccién en forma intensiva, que nos da el logaritmo del
output por trabajador en funcién de los stocks de infraestructuras y otro capital por trabajador y

el nivel medio de formacién.

Expresando (A.29) en diferencias con los valores correspondientes a la observacién de
referencia tal como se indica en el texto y afiadiendo subindices temporales y regionales,

tenemos
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B ¢

rt

]‘,l” +ﬁ1<1<

rtrt : + ﬁHH ﬁn‘z
2

~ ~ ~ ~ r ~ ~ 7 ~ ~ 2
(ASO) qrt = art + ‘S;Zn‘ + glgsrt + g:]hrt + ﬁKPZrtsrt + ﬂKHerhrt + ﬁPHS Ly +
Finalmente, tomamos diferencias temporales para obtener la ecuacién a estimar:

(A.31)
MG, = M, + EAT, + €4S, + £, + By 5, + B2, + By, + Pz 2 4 B 2 P 3

rt=rt et 2

Las elasticidades output de los factores también se pueden escribir en funcién de los ratios
factoriales. Utilizando (A.21)-(A.24) y (A.26), tenemos

(A.32) Ex =0y +ﬂKLl + ﬁKPp+ ﬁKHh +ﬁKKk =0 _(BKP + BKK)I +ﬁKPp+ ﬁKHh+ BKKk
=0+ ﬂKP(p - l) + ﬂKHh + ﬁl(l( (k - l) =0 t+ ﬁKPS + ﬁKHh + ﬁKKZ
(A.33) € =0y + Bk + Bl + Boyh+ Brpp = & + Bpk = (Bip + Bep )+ Boyh + Brpp
. =0+ Prp (k=D + Boyh+ Bop(p =D = p + Bpz + Boyh + Brps
(A.34) g =0, + ﬁKLk+ﬂPLp+ ﬁHLh+ ﬁLLl =0, + BKLk+ﬁPLp+ BHLh_ (ﬁKL +ﬁPL)l
=0 +ﬁKL(k_ D+ ﬁPL(p _l)+ﬁHLh =0 +ﬁKLZ+ ﬁPLs+ﬁHLh
(A.35) Ey =0y +ﬁKHk+ﬂPHp+ﬁHHh+ﬁHLl =0y +ﬁKHk+ﬁPHp+ﬁHHh_(ﬁKH +ﬁPH)l

=0y + Py (k=D + By (p =D+ Buyh = 0ty + By 2+ Boy s+ By h
donde se tiene que cumplir también que
(A36)a, +o,+a, =1

Estas expresiones se pueden reescribir también en términos de las elasticidades en el punto de

referencia y de las desviaciones sobre este punto de los ratios factoriales:
(A37) £y, = &g + BeyS, + Buh, + Bz,
(A.38) €, = &)+ BroZy + Bpuhy + By,
(A.39) &, = &) + PuZy + B, + Buh,
(A40) &, = )+ PyuZ + Bou + By

6. Contabilidad del crecimiento con una funcién translog

Volvamos al caso general y consideremos dos vectores arbitrarios de inputs, k, y k,. Tenemos

entonces
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f(kb)—f(ka):(a'kb +%k,,'Bk,,)—(a‘ka +%ka'Bka] =
=o'k, —k,)+ %(k,}'Bkb —k,'Bk,)
=o'k, —ku)+%(k,, +k,)'Bk,—k,)
:(a'+%(kb +ka)'B)(k,, —k,)
1 1 1

=5(2a +(k, +k,)'B)(k, —k,)
=%(2a+3'(kb +k,))(k, k)
=%[(a+Bk,,)+(a+Bka)]'(kb ~k,)

donde hemos utilizado el dltimo resultado de la seccién 1 y la simetrfa de B (para eliminar su

traspuesto cuando resulta conveniente). Utilizando (A.3), esta expresién se puede escribir!!
1 _ _
(A41) f(k,)— f(k,)= 5(8“ +€, )k, —k,)=€k,—k,)= zsi(k,.b —k,)

donde g, y &, son los vectores de elasticidades output correspondientes a los vectores de inputs
k, v k,. De esta expresién se deriva la férmula habitual de contabilidad de crecimiento y se
puede aplicar también en niveles para descomponer las diferencias de productividad entre dos

territorios dados en las contribuciones de los distintos factores productivos.

Si identificamos a y b con dos periodos consecutivos, t y t+1, tomando diferencias temporales en

(A.1) y utilizando (A 4) tenemos

Ay, = Y1 =¥ = (@ = @)+ (6 =) = Ad, +[ fk,, )~ (k)]
(A42) =Aa, + Y E(k,, —k,)=Aa, + Y EAk,
Esta expresion nos dice que la tasa de crecimiento del producto (4y) se puede expresar como la
suma de la tasa de crecimiento de la PTF y de las contribuciones de los distintos factores
productivos. Si disponemos de datos sobre el output de una economia dada y sobre sus
dotaciones de factores productivos, la ecuacién (A.42) nos permite calcular las contribuciones
de los distintos factores al crecimiento del producto y la tasa de crecimiento de la PTF,
obteniendo asf una ttil radiografia de las fuentes inmediatas del crecimiento de la renta. Las
contribuciones de los distintos factores se obtienen multiplicando la tasa de crecimiento del
stock de cada uno de ellos por su elasticidad output, tomando el valor medio de esta dltima en
los dos periodos considerados, mientras que el crecimiento de la PTF se obtiene como un

residuo, restando del crecimiento del producto la suma de las contribuciones de los factores.

Para poder aplicar esta expresién necesitamos estimar los valores de las elasticidades output de

los distintos factores productivos. Para ello existen basicamente dos opciones. La primera

1 Este resultado es la mitad de lo que Diewert (1976) llama el quadratic approximation lemma. Este autor
muestra que el resultado converso también se cumple, esto es, que si una funcién f() satisface (4) para
cualquier par de puntos en su dominio, entonces f() ha de ser una funcién cuadrética de la forma (2).
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consiste en estimar econométricamente la funcién de produccién. La segunda parte de la
observacién de que, bajo una serie de supuestos que detallaré enseguida, la elasticidad output
de cada input serd igual a su participaciéon en el producto agregado que, en principio, es una
magnitud directamente observable.!? Para ello es necesario suponer que la funcién de
produccién presenta rendimientos constantes a escala, que hay competencia perfecta y que no
existen externalidades o costes de ajuste derivados de la adquisicién o instalacién de los
distintos bienes de capital. Bajo estas condiciones, el producto marginal de cada input (privado
y social, pues ambos son idénticos) serd igual a su precio, lo que nos permite inferir de este
dltimo la aportacién de un incremento en el stock correspondiente al crecimiento de la

productividad.

La metodologia habitual de contabilidad del crecimiento, utilizada en buena parte de los trabajos
de referencia en este campo utiliza el segundo de los procedimientos indicados. En este trabajo,
sin embargo, he optado por estimar econométricamente la funcién de produccién. La primera
razon es que esta metodologia permite en principio recoger mejor los posibles efectos externos
de la inversién en distintos tipos de factores productivos (que no se recogerd en sus precios de
mercado), lo que podria ser importante en el caso del capital humano y de algunos
componentes del stock de capital privado (como la inversién en bienes TIC). Una segunda
razon es que en el caso de las infraestructuras, que serdn de especial interés en etapas futuras
del proyecto, no existen precios de mercado. La practica habitual en la literatura consiste en
construir tasas de alquiler imputadas o costes de uso utilizando el mismo procedimiento que
para los bienes de inversién privados, suponiendo un coste comtn del capital en ambos casos,
pero esto parece arriesgado. Finalmente, el procedimiento habitual de contabilidad del
crecimiento supone implicitamente que las empresas (y el gobierno) han ajustado sus stocks de
factores productivos de forma que todos ellos generan la misma rentabilidad neta. En muchos
casos, resulta arriesgado imponer el supuesto de que siempre existe una situacién de equilibrio
en este sentido y parece preferible estimar las rentabilidades de los distintos factores ex-post,
comprobar si existen discrepancias entre ellas y, posiblemente, utilizar tales discrepancias para

intentar explicar el patrén observado de inversion.

12 Aunque, en la préctica, s6lo a medias. Las participaciones del trabajo y el capital, en su conjunto, son
facilmente obtenibles de las cuentas nacionales. El problema surge cuando el stock de capital se desagrega
en varios componentes. Puesto que los bienes de capital a menudo se compran en vez de alquilarse,
resulta necesario construir los “precios de alquiler” implicitos o costes de uso de los distintos tipos de
activos con el fin de desagregar la participacion del capital en la renta nacional. El ejercicio no es sencillo y
exige una serie de supuestos adicionales que pueden ser discutibles.
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